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ZASTOSOWANIE WIELOZMIENNEJ ANALIZY WARIANCJI
DLA NIEORTOGONALNYCH UKEADOW BLOKOWYCH

1. Watep

W niniejszej pracy prezedstawiono wielowymiarowe uogélnienie
modelu Tochera [8] i Reesa [ 7]. Powyzszy model pozwala na prze-
prowadzenie analizy wielu gmiennych dla dowolnego ukiadu doswiad-
czalnego o dwukierunkowej klasyfikacji z eliminacjg niejednorod-
noéci w jednym kierunku. Przeprowadza sie testowanie hipotesy do-
tyczgcej réinicy wektoréw poprawionych srednich obiektowych wraz
¢z obliczaniem odlegtosci Mahalanobisa, migdzy poszczegélnymi pa-
rami obiektdw,

Zastosowanie tego modelu pokazano na przykiadzie doswiadcze-
nia zaXozonego w ukladzie czedciowo zréwnowazonych blokéw niekom-
pletnych. W kazdym bloku wystepujg dodatkowo dwa wzorce.

2, Wielozmienny model analizy wariancji dla doswiadczen blokowych

Model analizy wariancji jednej zmiennej dla doswiadczeid blo-
kowych rogzwazany byi przez Tochera [8]. Dalsze uogélnienia i uzu-
peinienia zostaly wprowadzone przez Jonesa [4], Reesa [7 ] i Pear-
ce’al6]). W pracy tej rozwazaé bedziemy wielozmienny model anali-
zy wariancji dla doswiadcgen blokowych.

0gélny model liniowy analizy wariancji jednej zmienne]

(1) 1=A+e
w zastosowaniu do doswiadczen blokowych mozna zapisaé w postaci
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M
1=[1 & &]

T
gdzie y jest wektorem obserwacji typu Nx1, A = [1 A, 52] jest
macierzg uktadu typu N* (1+b +t) zZozong z wektora jedynkowego 1
typu N X1 oraz macierzy A1 typu N x b dla pierwszej klasyfikacji
(blokéw) i macierzy A, typu Nxt dla drugie] klasyfikacji (obiek-
téw); 8" = [)U: Y 'E'] jest wektorem parametréw typu (1+b+t)x1 zZo-
sonym z parametru wspélnego M (skalara), wektora § typu bx1 pa-
rametréw blokowych oraz wektora T typu t x1 parametréw obiekto-
wych 1 gdzie e typu Nx1 %est wektorem biedéw losowych takich, Ze
E(e) = 0 oraz E(e &) = 6° I, przy czym I jest macierzy jednost-

kowg typu NX N,

Rogwazany model ograniczymy do przypadku, gdy macierz A jest
rzedu b+t-1. Réwnania normalne w przypadku modelu (1) majg postaé

A'A8 =14y,

a stgd oszacowanie parametréw @ wediug zasady najmniejszych kwad-
ratéw ma postad

3 = (A")T A

gdzie (A'A)” jest uogélniong maecierzq odwrotng macierzy (A,
tzn. macierzg speiniajaca réwnanie (A'A) (A“A)T(A™D) = (A°A ‘A). Po-
niewaz macierz A jest rzegdu b+t-1, zatem istnieje macierz D typu
(1+b+t)%x2 rzedu 2 taka, e A D = O. Istnieje réwnies macierz QO
typu 2 X (1+b+t) rezedu 2 taka, 2¢ | C D | # O oraz C 8=0. Uogél-
niong macierzg odwrotng macierzy (A _) jest naoierz (A'A+C _)
tzn. speiniona jest réwnosé (A" (A'A+C g) (A'D=(A"D. Za—
tem

A’
ediug zasady najmniejszych

jest oszacowaniem wektora paramet tréw
kwadratéw. Dalej mamy

8= a+c’ 9
L R

G

’

Ay=|2:|>»
I,

gdzie G jest sumg ogblnsg, 2, jest wektorem typu b x 1 sum bloko-
wych, I, jest wektorem typu t X 1 sum obiektowych. Wprowadimy na-
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stepujgce oznaczenia:
1
8 =L -ykeo

gdzie N jest licszbg obserwacji, k jest wektorem typu b x1, ktére-
go elementy okreslajg wielkosé blokéw, oras

ad
R=L-ak %

gdzie n jest macierzg incydencji typu t Xb, !—d jest macierzg od-

wrotng do macierzy diagonalnej k typu b Xb powstatej z wektora k,
orag

01 -k v/ ¥
gdzie r jest wektorem typu t x 1 powtdérzen obiektéw, gd jest ma=-
cierzgq diagonalng typu t X t powstaig s wektora r. Tocher [8] po-
kazal, ze G2 {1 jest macierza kowariancji poprawionych s$rednich
obiektowych, tzn. macierzs kowariancji wektora 4 1 +7T.

Po rozwigzaniu ukladu réwnaii normalnych oszacowanie wektora
parametréw 8 weditug zasady najmniejszych kwadratéw dane jest w po-
staci

a G/N
A ) -d , .
e=|B| =| k Q) -2Q0Q +XkzQQ/M | .
T 18,
Stad wektor poprawionych srednich dla obiektéw jest réwny
116+ 09 .

Suma kwadratéw dla biedu okreslona jest wzorem
Bez-49 @-a9 - Q@y-§ - @y -5 -
- 92’1_132 =
= r {1 A K A - (-4, K200 (s-n KAy -y Uy -
Poprawiona suma kwadratéw dla obiektéw wynosi
Heg (-8 %20 -ax A} gy
Statystyks do testowania hipotezy Hj, : T =0 jest

(2) P BA-1)

" E/(R-t-b#1)
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Jesli hipoteza Ho jest prawdziwa, to iloraz ten ma rozkiad F z t-1
i N-t-b+1 stopniami swobody. Tym samym, jes$li chcemy zweryfikowaé
Bo na poziomie istotnodci o., to przyjmujemy te¢ hipoteze, gdy
Fg Pa_' t-1, N-t-b+1°® 2 odrzucimy jgq w przeciwnym razie.

Przy uogélnieniu na wielozmienny model analizy wariancji w mo-
delu (1) wektor y zastepuje si¢ macierzg

= [119 do9 e lp]'
a wektor parametréw @ sastepuje sig¢ macierzg parametréw

8 = [g,, 855 coes gp].

Macierz ukladu A pozostaje bez zmiany. Wektor e zastgpuje sig¢ ma-
cierzg

®19 ®g2 eee Oy
®21 ®p <o 8
8% | ¢ o 0000000 |»
» °x4 °N2 °°* °Np
o ktérej zakladamy, se E(e) = O oraz, e
' 0 gdy 1#1°
33° gdy 1=41".

E("ij 01'3') = P,

Przy omawianiu testéw i przedziaiéw ufnosci bedziemy nadto zakZa-
daé, ze kazdy wiersz macierszy e ma ten sam wielowymiarowy rogkiad
normalny N (Q, g). gdzie 2- (5“ *). Wéwczas wiersze macierzy e
bedg statystycznie niezaleine.

Wiadomo, ze kazde zagadnienie testowania hipotezy jednozmien-
nej za pomoca statystyki (2) mozna uogélnié¢ na przypadek wielu
zmiennych zastepujgac po prostu sumy kwadratéw wystepujgce w (2 )
przez ich uogélnienie macierzowe H i E i nastepmie stosujgc w miej-
sce testu F odpowiedni test wielozmienny (patrz Calirski [1]).
Elementy H_ . maciersy H sq sumami kwadratéw odchyled, a Hrr'(rdr)
sq sumami iloczynéw odchyled (r, r = 1, 2, ..., P). Analogicznie
Jest dla elementéw E.. 1 E,.- maciersy E.
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3. Test F w wielozmiennej analizie wariancji

mocy statystyki

Macierze H i E sluzg do testowania hipotezy Ho:'§= 0 przy po-

(t 1 J\‘7'

gdziemsn-t-b+1+hé=a; n-ﬂ%ﬂit

= sz(t-1)2- 4/1[1)2"' (t°1)2‘ 5

natomiast /\ zwana dalej /\. Wilksa jest ilorazem wyznacznikowym
A=I1E|/|E+El

Tak zdefiniowana statystyka przy prawdziwosci hipotezy Ho ma W przy-
blizeniu rozktad F z p(t-1) 1 ms-2n stopniami swobody. Hipotezg¢
zerowg odrzucamy gdy

F> B p(¢-1), ms-2n°

W analogiczny sposéb mozemy przeprowadzié testowanie hipotezy
0 braku réznic miedsy wektorami srednich dla poszczegélnych blo-
kéw, Celem doswiadczenia jest jednak przede wszystkim badanie is-
totnodeci »6znic miedzy poszczegélnymi obiektami i temu zagadnie-
niu podwigcimy nieco miejsca.

4. Poréwnanie Srednich obiektowych.
OdlegZos¢ Mahalanobisa

W analizie wielu zmiennych tj. gdy rozpatrujemy jednoczesnie
wiele cech, problem poréwnania migdzy sobg obiektéw polega na za-
stosowaniu odpowiedniej miary odlegZosci miedzy dwoma obiektami,
ktéra uwzglednialaby wszystkie p cech. Najwlasciwszg miarg tej
odlegXosci jest tzw. odlegXoié Mahalanobisa.. Oceny odleglosci Ma-
halanobisa miedzy dwoma obiektami wyliczamy z nastegpujacej formy
kwadratowe]

() 0% (@, 17) = (-t=bs) (G5 - g @D g1,
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Odleglosé krytyczng sznajdujemy przy pomocy statystyki Ta Hotel-

linga, ktéra Jjest scisle powigzana 2z rezkiadem F, Poniewai ist-

nieje bezposredni zwigzek migcdzy p? i T2. wigc tym samym mozna po-

da¢ "najmniejszg istotng odlegXosé™ miedzy dwoma obiektami.
Statystyka

(4) 1 = —L-p%(1, 1)
ii

gdzie Tyq” = Wyy = 2'110 + Wy 0, PrZy CEBYym Wiy 8§ elementami
macierzy kowariancji poprawionych sSrednich obiektowych {}, ma przy
prawdziwosdci hipotezy H, rozklad 72 (Hotellinga) z N-t-b+1 stop-
niemi swobody, natomiast statystyka

¥ %EES§%+1ip 7
przy prawdziwosci hipotezy Ho ma rozktad F z p i (N-b-t-p+2) stop-
niami swobody. Zatem

2 - (N-t-
(5) D° (1, 17) = 231" N-t-b-p+ Pa,; ps N-t-b-p+2

bedzie wartoscig krytyczng . na poziomie istotnosci O dla funkecji
(3).

W praktyce wygodniej jest posiugiwaé si¢ odlegXoscig wielowy-
miarowg bedacg pierwiastkiem z (5). Tak zdefiniowana odlegosé
jest réwnoznaczna 2z odlegXoscig geometryczng w uogélnionej prze-
strzeni euklidesowej.

5. UdziaX poszczegllnych zmiennych w zréznicowaniu obiektéw

Doswiadczalnika majgcego do swej dyspozycji wigkszg liczbe
cech moze zainteresowaé ustalenie ich kolejnosci ze wzgledu na u-
dzia% poszczegélnych cech w zmiennosci migdzy obiektami oraz ewen-
tualne wyeliminowanie cech nieistotnych. Statystycznie powyzsze
badania mozna przeprowadzié¢ przy pomocy techniki analizy kowarian-
c¢ji dla 1 zmiennych niezaleznych i (p-1) zmiennych zaleznych. Tes-
tem stwierdsajgcym istotnosé udzialu poszczegédlnych gmiennych przy
ustalonych pozostatych jest kryterium ilorazowe A Wilksa. Dla u-
stalenia udzialu l-tej zgmiennej kryterium ilorazowe Wilksa przyj-
mie postaé

6) Ayjra. . (1-1)(141).nop =M i2e g/ Ng2e . (-1) Q1) cep



Wielozmienna analiza wariancji 7

Kryterium to stanowi pewng wzgledn§ miare "waznosci" zmiennych.
Mozna je przedstawié za pomocg statystyki F

N-b-t-p+2 1 - A -

t-1 A1/12...(1-1) (141)...p

Warto$é krytyczng F odczytujemy z tablic rozkiadu Fdla t-11
(N-t-b-p+2) stopni swobody. Korzystajac z (7) mozemy wyliczyé war-
tosé F dla kazdej zmiennej i uporzadkowaé zmienne w kolejnosci od
najmniejszej do najwigkszej wartosci F. Poréwnujgc obliczone war-
tofci F z wartosciami krytycznymi moZna przeprowadzié¢ eliminacje¢
cech nieistotnych. Odbywa si¢ to w ten sposéb, Ze najpierw odrzu-
camy ceche majacg najmniejszg nieistoing wartosé F, a po jej od-
rzuceniu ponownie badamy udzial pozostalych, tym razem juz przy
mniejszej (o jeden) liczbie cech ustalonych. Odrzucamy druggq 2 ko-
lei ceche nieistotng (oczywiscie gdy taka istnieje). Ponownie ba-
damy udzial pozostalych. Powyzsze obliczenia prowadzimy do momen-
tu, gdy wszystkie cechy bedg mialy wartosé Fobl. wigkszg od war-
tosci krytycznej F. Po wyeliminowaniu cech nieistotnych. przepro-
wadzamy ponownie analize¢ wariancji wraz z obliczeniem odlegzosci
Mahalanobisa miedzy wszystkimi parami obiektdw.

(7) Pl =

6. Przyktad

Jako przyk¥ad wielozmiennej analizy wariancji- dla ukiadu blo-
kéw nieortogonalnych niech postuzy analiza danych pochodzgcych
z badai hodowlanych nad sXonecznikiem, przeprowadzonych w SHB Bo-
rowo. Doswiadczenie zalozono metodg blokéw niekompletnych czes-
ciowo zréwnowazonych z t= 25 obiektami w r= 4 powtérzeniach w b =
=20 blokach, kazdy o stalej wielkosci k= 5. Dodatkowo w kazdym blo-
ku znajdowaly sie dwa wzorce. Na dane skiadajg sig¢ obserwacje 11
nastepujgcych cech:

1) wysokoéé roslin w cm

2) érednica tarczy w cm

3) plon nasion w g/roélineg

4) plon nasion w q/ha

5) ciezar 1000 nasion w g

6) procent *uski

7) liczba roslin do sprzetu

8) procent roélin z odrostami

9) procent tiuszczu w calych nieupkach
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Tabela 1. Srednie poprawione

Cechy | Wysoko$é Srednica Plon Plon Cigzar
roslin tarczy nasion nasion 1000
Rody w cm wem w %ﬁ::é- w q/ha n'a's;oi
1 72,23 15986 52,99 24,60 57,30
2 92,24 17,64 54,26 23,97 55,82
3 68,22 14,70 45,85 23,07 58,47
4 74,88 15,99 52,03 23,61 61,35
5 70,43 15,05 47,33 23,67 58,94
6 67,17 15,00 45,07 21,94 63,65
7 59, 40 13,03 34,93 14,65 62,12
8 77,13 15,70 50, 40 24,44 59,31
9 72,30 14,67 46,17 23,57 T0,13
10 72,73 14,95 46,41 24,13 62,51
11 73,81 15,20 44,55 25,98 64,18
12 68,80 16,40 48,29 19,91 63,00
13 75,56 15,35 47,60 25,25 53,83
14 76,23 15,02 47,06 21,02 69,92
15 62,96 13,05 39,62 24,11 60,29
16 63,86 14,65 41,86 24,01 54,17
17 69,41 15,47 53,18 28,85 58,34
18 67,28 15,16 47,60 21,34 51,83
19 70,36 15,45 45,99 22,79 56,39
20 67,08 13,66 42,32 21,20 54,49
21 ’ 60,22 13,77 46,47 20,97 59,63
.22 70,23 15,58 44,98 21,37 52,18
23 59,87 13,09 39,81 18,15 70,85
24 60,51 13,46 39,35 18,17 62,50
25 T4,45 15,18 49,17 28,21 62,67
wzorzec 1 67,12 14,13 42,10 23,84 62,25
wzorzec 2 73,20 15,13 47,70 22,98 61,90
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jedenastu cech rodéw sZonecznika

Procent Liczba Procent Procent Plon Procent
Tuski roélin ro$lin tzuszczu oleju tiuszczu
do sprzetu 2z odros- w catych w q/ha w nieZupkach
tami nieXupkach odfuszczonych
25,97 12,91 27,80 49,14 12,01 62,63
31,47 12,94 5,43 42,94 10,19 59,24
27,59 14,65 8,76 48,84 11,26 63,49
29,98 13,25 36,34 46,43 10,73 61,33
26,89 14,67 28,32 47,63 11,25 63,92
27,58 14,07 19,34 47,07 10,35 61,12
27,05 12,34 21,22 47,31 6,89 61,08
29,27 14,12 12,03 47,16 11555 62,18
25,80 14,48 29,72 47,11 11,09 61,23
27,12 14,98 15,74 49,98 12,51 64,05
28,65 16,44 3,97 46,23 11,88 61,60
26,02 11,41 18,83 48,15 9,52 62,33
28,45 15,20 23,68 49,42 12,28 63,81
29,99 12,85 16,65 46,10 9,55 62,54
26,57 17,16 3,69 48,20 11,57 62,52
26,22 16,23 6,88 49,30 11,76 63,90
27,88 15,64 14,67 48,53 13,89 63,45
29,20 12,91 23,43 48,59 10,38 62,93
27,79 13,93 33,45 48,07 11,02 63,08
28,02 14,14 25,91 49,95 10,65 63,87
27,10 13,28 42,53 48,63 10,08 62,65
27,59 13,34 29,41 48,19 10,29 63,50
28,34 13,15 23,40 45,95 8,36 61,24
29,19 13,18 29,64 47,62 8,44 61,83
26,50 16,25 4,05 47,59 13,29 62,59
27,15 16,20 34,53 47,97 11,40 62,27

28,45 13,9 20,99 47,23 10,81 62,83
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10) plon w oleju w q/ha

11) procent tiuszczu w nietupkach od?uszczonych.

Srednie poprawione uzyskane z obserwacji dla poszczegdlnych
cech 1 rodéw zestawione zostaly w tabeli 1. Macierz poprawionych
sum kwadratéw i iloczynéw dla obiektéw zostala zestawiona w tabe-
1i 2, a dla bZedu w tabeli 3,

Wyznaczniki potrzebne do obliczenia statystyki Wilksa przyj-
mujg tu nastepujace wartosci:

| E|=0,371567988 « 1027
|E + E| = 0,258960884 - 102°,

Stad
A=1E|/|8 + E| = 0,001434842.

Po przeksztazceniu tej statystyki w statystyke F otrzymujemy
Fobl. = 2,797. Wartosé te poréwnujemy 2z gérnymi wartosciaml kry-
tycznymi odczytanymi dla p(t-1) = 286 i ms-2n = 884 stopni swobo-
dy. Poniewaz Fobl. jest znacznie wigksze od Fb,01;286;884’ wiec
odrzucamy hipoteze o réwnosci rodéw pod wzgledem Srednich wartos-
ci badanych cech.

Dokonujemy obecnie badania udzialu poszczegbélnych cech, tzn,
chcemy odpowiedzieé na pytanie w jakim stopniu kazds z badanych
cech wplywa na zmienno$¢ miedzy rodami. Przy pomocy kryterium.f\
Wilksa i testu F bedziemy prowadzié eliminacje cech, ktérych u-
dziax jest nieistotny.

Dla poszczegbélnych cech uzyskano nastepujgce wartosci P:

F1 = 3. 354
P2 = 1 9252
F3 = 1,236
F, = 1,605
Fs = 39433
FG = 2,104
B, = 1,526
_FS = 3,142
F9 = 1,747
F‘IO = 1,286
P, = 2,340

Warto$é krytyczna wynosi F = 1,65. Najnizszg nieistotng wartosé F
ma cecha nr 3, czyli plon nasion w gramach na rosling. Eliminu-
jemy ja i ponownie badamy udzia* pozostatych cech, Eliminacja cech
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4641,3

Tabela 2, Macierz poprawionych sum kwadratéw i iloczynéw dla obiektéw

624,6
118,0

2482, 3
454 ,4
2294,8

975,7
135,9
793,2
843,5

=397,0
-160,9
=547,7
-249,4
2353,9

488,8

52,5
203,3
le.om
=50,0
184,9

14,4
-52,6
-191,6
289,0
12,74
-71,4
242,9

-272,3
=33745
-1016,3
-819,6

154,7
=275,1
-171,7
13577 44

—484,2
48,4
-123,7
37,8
-283,9
-118,9
50,0
405,7
208,7

342,0

51,5
3329,7
407,0
-180,7
48,4
- 149,8
-297,6

72,5
211,9

-161,0
-10,8
22,3
70,5
-228,0
=53,3
31,6
95,1
131,9
68,5
126,0
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1846,9

114,2
118,3

Tabela 3, Macierz sum kwadratéw i iloczynéw dla biedu

904 ,4
437,3
4754,6

399,2
139,1
1335,9
996,8

-243,9
160,9
1358,4
362,3
2898,1

3,9
4,8
27,7
31,4
94,8
171,0

-24,6
~56,4
-617,2
192,4
-222,8
10,0
309,9

87,9
76,3
1567,2
-11,6
282,5
36,5
-510,1
13414, 3

2,6
-2,1
-132,0
~-53,8
=235,9
-14,6
12,8
14,0
97,4

85,4
9,2
41,4
1,1
-110,6
7,0
-0,6
19,4
56,8
17,8
89,0
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Tabela 4, Badanie udziaiu cech
Wartoéci F
Nuner Gechy bwugams%mﬁa.ou Dla 10-ciu cech | Dla 9~-ciu cech Dla 8-miu cech
-tu cech po wyeliminowaniu| po wyeliminowaniu|po wyeliminowaniu
cechy 3 cechy 3 12 cech 3, 2 1 10
1) 3,354 © 3,547 4,457 % 4,447 %
(2) 1,252 1,183
(3) 1,236
(4) 1,605 1,415 1,487 1,658 *
(5) 3,433 * 3,488 X 3,487 * 3,064 *
(6) 2,104 2,158 * 2,186 % 2,221 %
(7) 1,526 1,362 2,201 % 2,135%
(8) 3,142 * 3,162 ¥ 3,246 % 3 262"
(9) 1,747 * 1,690 * 1,578 2,684 *
(10) 1,286 1,244 1,279
(1) 2,340 * 2,357 % 2,402 % 2,428
Wartosé krytyczna m.o.om 1,65 1,64 1,64 1,63
ST e e s e N e eSS e nE s == ==t=== ==z= ===== ==

% oznacza istotnoéé udziatu danej cechy na poziomie o = 0,05
—— oznacza eliminacje podkreslonej cechy.
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nieistotnych tiwaza dopéty, dopéki wszystkie pozostaie cechy nie o-
kazaty sie istotnymi. Sg to cechy:

1) wysokoéé roslin w om P, = 4,447
4) plon nasion w q/ha B, = 1,658
5) ciezar 1000 nasion w g Py = 3,064
6) procent %uski Fe = 2,221

7) liczba roélin do sprzetu F7 = 2,135

8) procent roélin z odros-
Semt Pa = 3,242

9) procent tiuszczu w ca-
zych nielupkach Tg = 2,648

11) procent tiuszczu w nie- e

*upkach odZuszczonych = 2,428.

W tabeli 4 pokazane sg kolejne etapy eliminacji poszczegdl-
nych cech. Dla cech istotnych ponownie przeprowadzamy analizg wa-
riancji. Wartosci wyznacznikéw macierzy |E| 1 |H + E| wynoszg tym
razem odpowiednio

|E| = 0,811710125 » 1032
|E + E| = 0,216668331 < 1027,

Eryterium A Wilksa jest réwne /\ = 0,003746326, a F, = 2,266.
_ Poniewaz bel. przewyzsza wartosé krytyczng Fb,05;208;683'
wige odrzucamy hipoteze o réwnosci rodéw pod wzgledem osmiu cech,
ktérych udziaz by istotny. Biorgc pod uwage te cechy, wyliczamy
dla wszystkich par rodéw odleglosci Mahalanobisa, ktérych jednak
z uwvagi na ich liczbe tuta] nie zamieszczamy.
Obliczenia wykonane zostaly wedlug programéw wiasnych na ma-
szynie elektronicznej Minsk 22,

7. Zakoliczenie

Autorzy pragng podzigkowaé Doc, dr T. Calinskiemu za cenne
wskazéwki 1 pomoc oraz dr Z. Kloczowskiemu za udostegpnienie mate-
riatu, ktéry stanowi przykad obliczen.
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